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QUELQUES REMARQUES SUR
LES COURBES DE GENRE 5
Jean d’Almeida, Laurent Gruson et Nicolas Perrin
Introduction
Dans ce texte, nous nous inte´ressons a` la ge´ome´trie des courbes de genre 5 et plus pre´cisement
aux courbes de genre 5 munies d’une involution sans point fixe. Nous donnons deux caracte´risa-
tions ge´ome´triques de l’existence d’une telle involution. La premie`re de ces caracte´risations,
conjecture´e dans [ACGH], est le point de de´part de notre e´tude.
Conside´rons C une courbe de genre 5 non hyperelliptique et non trigonale plonge´e canon-
iquement dans P4. Les quadriques qui la contiennent forment alors un re´seau (c’est-a`-dire que
l’on a h0IC(2) = 3). Dans le plan de ce re´seau, les quadriques singulie`res forment une courbe Γ
de degre´ 5. La ge´ome´trie de Γ et celle de C sont lie´es (cf. [ACGH] pp 270-274, nous rappelerons
quelques re´sultats au premier paragraphe). En particulier, lorsque C est un reveˆtement double
non ramifie´ d’une courbe de genre 3, la quintique Γ se de´compose en la re´union d’une conique
et d’une cubique. Les auteurs de [ACGH] posent la question de la re´ciproque : si la courbe
Γ est la re´union d’une conique et d’une cubique, la courbe C est-elle reveˆtement double non
ramifie´ d’une courbe de genre 3 ? Nous re´pondons par l’affirmative a` cette question au premier
paragraphe en montrant le the´ore`me suivant,
THE´ORE`ME 0.1. — La courbe C est reveˆtement double d’une courbe de genre 3 si et seulement
si Γ est re´union d’une conique et d’une cubique,
comple´tant ainsi l’e´tude de [ACGH]. Nous rappelons e´galement, dans ce paragraphe, un iso-
morphisme birationnel entre M5 (l’espace des modules des courbes de genre 5) et l’espace des
modules des the´ta-caracte´ristiques supporte´es par une quintique plane.
Dans le second paragraphe nous revenons au point de de´part de cette e´tude commune qui
est un expose´ de Jean d’Almeida au se´minaire de ge´ome´trie alge´brique de Jussieu dans lequel
il cherchait a` donner une re´ponse ge´ome´trique au proble`me pre´ce´dent. Cette e´tude repose no-
tamment sur la description des courbes lisses de degre´ 8 et de genre 5 de P3 qui ont une infinite´
de quadrise´cantes. Nous reprenons en de´tail cette construction ge´ome´trique. Nous de´crivons une
correspondance birationnelle entre les courbes de genre 5 reveˆtement double non ramifie´ d’une
courbe de genre 3 et les quintiques planes re´union d’une conique et d’une cubique modulo l’ac-
tion du groupe d’Heisenberg H associe´ a` la situation (the´ore`me 2.7). Cette construction permet
notamment de donner une nouvelle caracte´risation ge´ome´trique des courbes de genre 5 non hy-
perelliptiques reveˆtement double non ramifie´ d’une courbe de genre 3. Notons Mi,i5 (resp. M
i,d
5 )
les courbes de genre 5 munies d’une involution sans point fixe dont la varie´te´ de Prym associe´e
est inde´composable (resp. de´compose´e).
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THE´ORE`ME 0.2. — Soit C une courbe lisse de genre 5.
(ı) Premie`re caracte´risarion : On a C ∈Mi,i5 si et seulement s’il existe un plongement M de
degre´ 8 de C dans P3 pour lequel la courbe C a une infinite´ de quadrise´cantes.
Seconde caracte´risarion : On a C ∈ Mi,i5 si et seulement s’il existe un plongement M
′ de
degre´ 7 de C dans P3 et une droite L rencontrant C en un point pour lesquels la courbe C ∪ L
a une infinite´ de quadrise´cantes.
Dans cette situation, la courbe Y des quadrise´cantes est la meˆme quelque soit le plongement,
elle est lisse de genre 2 et telle que J(Y ) = Prym(C). Notons J0 les diviseurs M de degre´ 8 du
premier type, J1 les diviseurs M
′ de degre´ 7 du second type et J la re´union de ces ensembles.
Il y a un morphisme J → J(Y ) qui est un fibre´ principal homoge`ne de groupe H (le groupe
d’Heisenberg de Y ).
(ıı) On a C ∈Mi,d5 si et seulement s’il existe un morphisme de C dans P3 tel que son image
C est lie´e a` une droite L par une intersection de deux coˆnes cubiques, de degre´ 8 et a deux points
doubles aux sommets des coˆnes.
Dans cette situation, notons J les diviseurs de degre´ 8 de C qui de´finissent de tels mor-
phismes. On a un morphisme J→ E1×E2 qui est un fibre´ principal homoge`ne de groupe H (les
Ei sont les courbes elliptiques de´finissant les coˆnes cubiques et H le groupe d’Heisenberg associe´
a` E1 × E2).
Remerciements : Le troisie`me auteur remercie Atanas Iliev pour les nombreuses re´fe´rences
qu’il lui a communique´es.
1 La construction de [ACGH]
Rappelons les principaux re´sultats de´crits dans [ACGH] pp 270-274 : soit C une courbe de
genre 5 non hyperelliptique plonge´e canoniquement dans P4 (on identifiera C a` son image). Les
quadriques contenant C forment un re´seau, c’est-a`-dire dimC(H
0IC(2)) = h
0IC(2) = 3.
1.1 Le cas trigonal
La courbe C est trigonale si et seulement si toutes les quadriques du re´seau sont singulie`res.
On ne peut dans ce cas de´finir la quintique Γ de l’introduction.
Dans toute la suite nous supposerons que C n’est pas trigonale. On de´finit alors la courbe Γ
comme lieu des quadriques singulie`res du re´seau. C’est une quintique plane.
1.2 L’e´tude ge´ne´rale
Pour une courbe C ge´ne´rale, on ve´rifie que le re´seau de quadriques est e´galement ge´ne´ral et
que la courbe Γ est non singulie`re. Les singularite´s de Γ correspondent aux quadriques de rang
3 du re´seau et Γ n’a que des point doubles ordinaires pour singularite´s (en particulier Γ n’a pas
de composante multiple).
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1.2.1 Les droites contenues dans Γ
Les droites contenues dans Γ sont en bijection avec les pinceaux bi-elliptiques de C (c’est-a`-
dire les morphismes de degre´ 2 de C vers une courbe elliptique). Il y en a donc au plus 5.
1.2.2 Les coniques de Γ
On passe enfin au cas ou` la courbe Γ se de´compose en une conique et une cubique. Supposons
tout d’abord que C est une reveˆtement double non ramifie´ d’une courbeX de genre 3. On montre
alors que Γ est re´union d’une cubique C1 et d’une conique C0.
Pour donner une caracte´risation des courbes de genre 5 munies d’une involution sans point
fixe, nous montrons la re´ciproque :
THE´ORE`ME 1.1. — Si Γ est re´union d’une conique C0 et d’une cubique C1, alors la courbe C
est reveˆtement double non ramifie´ d’une courbe X de genre 3.
Donnons une autre pre´sentation classique du proble`me par les re´seaux de quadriques de
P4. Conside´rons l’espace projectif P(Hom(C
3, S2C5)∨) sur lequel agissent les groupes PGL3 et
PGL5. Dans cet espace projectif conside´rons l’ouvert U des ϕ ∈ P(Hom(C
3, S2C5)∨) tels que
(ı) ϕ : C3 → S2C5 est injective (pour qu’on ait un vrai re´seau de quadriques),
(ıı) det(ϕ) est non nul (vu comme de´terminant d’une matrice syme´trique de taille 5 × 5 a`
coefficients dans C3
∨
),
(ııı) aucune quadrique du re´seau n’est de´ge´ne´re´e en deux plans,
(ıv) l’intersection dans P4 des quadriques du re´seau forme une courbe lisse de genre 5.
On s’inte´resse maintenant aux actions de PGL3 et PGL5 sur U .
FAIT 1.2. — L’action de PGL3 est libre et tous les points de U sont stables pour cette action.
Preuve — Ceci vient simplement de la condition (ı). Le quotient est alors un ouvert de
G(3, S2C5) la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de dimension 3 de S2C5. 
LEMME 1.3. — Les points de U sont stables pour l’action de PGL5.
Preuve — En effet, C.T.C Wall a e´tudie´ la stabilite´ des re´seaux de quadriques dans Pn
(the´ore`me 0.1 de [W1]). En particulier, il montre que si un point ϕ est non stable, alors la
courbe de P2 de´finie par le de´terminant det(ϕ) a une composante multiple (corollaire 2, [W1]).
Ceci ne peut jamais arriver dans notre situation : on sait que la courbe C de genre 5 intersection
des quadriques du re´seau est lisse et dans ce cas la courbe Γ (cf. construction de [ACGH]) qui
a pour e´quation det(ϕ) n’a pas de composante multiple. 
Les deux quotients ge´ome´triques U3 = U/PGL3 et U5 = U/PGL5 sont munis respectivement
d’une action de PGL5 et PGL3. Par un re´sultat de C. T. C. Wall [W2], comme tous les points
de U sont stables pour les deux actions, ils sont tous stables pour l’action de PGL3 × PGL5 et
les deux quotients U3/PGL5 et U5/PGL3 sont isomorphes au quotient U/(PGL3 × PGL5).
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Nous donnons deux interpre´tations de ces deux quotients. Notons Θreg
P2,5
l’ouvert de la varie´te´
des the´ta-caracte´ristiques planes (cf. [S] pour son existence en toute ge´ne´ralite´) supporte´ees par
une courbe de degre´ 5 re´gulie`res (c’est-a`-dire h0θ = 0).
PROPOSITION 1.4. — La varie´te´ U5 est isomorphe a` l’ouvert Θ0 de Θ
reg
P2,5
correspondant aux
conditions (ııı) et (ıv).
Preuve — On a un morphisme naturel de Ψ : U → Θreg
P2,5
donne´ de la manie`re suivante : si
ϕ ∈ U , alors on de´finit un fibre´ vectoriel sur P2 = P(C
3) par le conoyau θ de la fle`che
(C5)∨⊗OP2(−2)
ϕ
→ C5 ⊗OP2(−1) (∗)
qui est e´videment une the´ta-caracte´ristique re´gulie`re supporte´e par une courbe de degre´ 5. Le
morphisme est bien de´fini sur tout U et la fle`che (∗) est toujours injective car le de´terminant
det(ϕ) n’est jamais nul. Ce morphisme est e´videment invariant sous PGL5.
Ce morphisme est surjectif sur l’ouvert Θ0. En effet, si θ ∈ Θ
reg
P2,5
, alors la suite spectrale de
Beilinson (cf. [OSS]) nous donne la suite spectrale suivante :
Ei,j1 = H
jθ(1− i)⊗ ΩiP2(i) =⇒ θ(1) en degre´ 0.
Ici tous les termes sont nuls sauf E0,01 et E
2,1
1 ce qui nous donne la re´solution :
0→ H1θ(−1)⊗OP2(−1)
ϕ
→ H0θ(1)⊗OP2 → θ(1)→ 0
ou` ϕ est syme´trique car θ est une the´ta-caracte´ristique, donc on peut voir ϕ comme un e´le´ment
de U (car θ ∈ Θ0) en fixant des bases duales de H
1θ(−1) et H0θ(1).
Il reste a` montrer que les fibres sont les orbites pour l’action de PGL5 sur U . Or les e´lements
ϕ ∈ U de la fibre au-dessus de θ ∈ Θreg
P2,5
sont les matrices syme´triques 5×5 tel que le quotient du
morphisme de OP2-module (∗) est θ. On peut alors identifier C
5 a` H0θ(1) et ϕ est uniquement
donne´e a` action de PGL5 pre`s par la surjection H
0θ(1)⊗OP2 → θ(1). 
Notons Hilblisses,nd,nt
P4,(8,5)
le sche´ma de Hilbert des courbes lisses de degre´ 8 et de genre 5 de
P4 = P(C
5) non de´ge´ne´re´es (c’est-a`-dire non contenues dans un hyperplan) et non trigonales.
PROPOSITION 1.5. — On a un isomorphisme U3 ≃ Hilb
lisses,nd,nt
P4,(8,5)
.
Preuve — On a un morphisme Φ : U → Hilblisses,nd,nt
P4,(8,5)
invariant sous PGL3 donne´ par
l’intersection des quadriques du re´seau. Ce morphisme est bien a` valeur dans Hilblisses,nd,nt
P4,(8,5)
graˆce
aux hypothe`ses faites sur U (en particulier comme toutes les quadriques ne sont pas singulie`res
— i.e. det(ϕ) 6= 0 — la courbe n’est pas trigonale). Il est surjectif car toute courbe lisse C de
P4 de degre´ 8 et de genre 5, non de´ge´ne´re´e est plonge´e canoniquement et C est ne´ce´ssairement
non hyperelliptique. On a alors h0IC(2) = 3 ce qui donne un re´seau de quadriques ϕ ∈ U et la
courbe est l’intersection des quadriques du re´seau.
Cette construction montre que les fibres au-dessus de C ∈ Hilblisses,nd,nt
P4,(8,5)
sont exactement
donne´es par les orbites sous PGL(H0KC) c’est-a`-dire sous PGL5. 
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Notons M05 l’ouvert de l’espace des modules des courbes lisses de genre 5 forme´ des courbes
non hyperelliptiques et non trigonales.
COROLLAIRE 1.6. — On a un isomorphisme M05 ≃ Θ0/PGL3.
Preuve — Comme on sait que U3/PGL5 ≃ U5/PGL3, il suffit de constater que l’on a
Hilblisses,nd,nt
P4,(8,5)
/PGL5 ≃ M
0
5. Cette correspondance birationnelle entre M5 et Θ
reg
P2,5
/PGL3 est
de´ja` de´crite dans [ACGH], ch VI, appendix C, the´ore`me page 301. Nous montrons ici simplement
qu’elle est de´finie sur tout M05 c’est-a`-dire de`s que la courbe est non hyperelliptique et non
trigonale. Remarquons par ailleurs que cette description est utilise´e dans [K] pour montrer que
la varie´te´ Mi5 des courbes de genre 5 munies d’une involution sans point fixe est rationnelle. 
Nous revenons maintenant au the´ore`me 1.1.
Preuve du the´ore`me 1.1. — Il s’agit de montrer que si C est une courbe de genre 5 telle
que la courbe Γ (de´finie au paragraphe 1.1) se de´compose en une conique C0 et une cubique
C1, alors la courbe C est un reveˆtement double non ramifie´ d’une courbe X lisse de genre 3.
Nous montrons graˆce a` la description pre´ce´dente le lemme suivant qui est le nouvel ingre´dient
permettant la de´monstration du the´ore`me 1.1 :
LEMME 1.7. — Il existe un e´le´ment ϕ ∈ P(Hom(C3, S2C5)∨) qui s’envoie sur C ∈ M05 par Φ
et tel que dans des bases de C5 la matrice de ϕ peut s’e´crire sous la forme diagonale par blocs(
A 0
0 B
)
ou` A est une matrice syme´trique de taille 2 × 2 a` coefficients dans (C3)∨ (dont le de´terminant
donne une e´quation de C0) et B est une matrice syme´trique de taille 3 × 3 a` coefficients dans
(C3)∨ (dont le de´terminant donne une e´quation de C1).
Preuve — Il s’agit donc de montrer que toutes les the´ta-caracte´ristiques θ ∈ Θreg
P2,5
ayant
pour support C0 ∪ C1 peuvent eˆtre de´finie a` partir d’une matrice de cette forme.
Soit θ une telle the´ta-caracte´ristique et supposons que la conique C0 est lisse. Nous savons
(cf. 1.2) que les quadriques de rang 3 du re´seau correspondent exactement aux points singuliers
du support de θ (qui a seulement des points doubles ordinaires). La fibre du faisceau θ est
donc de dimension 0 en ge´ne´ral sur P2, de dimension 1 pour un point ge´ne´ral de C0 ∪ C1 et de
dimension 2 aux six points d’intersection de C0 et C1 (et e´ventuellement en un point singulier de
C1). Notons Z le sche´ma de cette intersection et conside´rons la restriction de la re´solution de θ
0→ (C5)∨ ⊗OP2(−2)
ϕ
→ C5 ⊗OP2(−1)→ θ → 0
a` la conique C0. On a alors :
0→ Tor
OP2
1 (θ,OC0)→ (C
5)∨ ⊗OC0(−2)
ϕ
→ C5 ⊗OC0(−1)→ θ|C0 → 0.
Nous identifions C0 a` P1, il existe alors deux entiers a et b tels que la suite exacte pre´cedente
s’e´crive :
0→ OP1(−b)→ (C
5)∨ ⊗OP1(−4)
ϕ
→ C5 ⊗OP1(−2)→ OP1(a)⊕OZ → 0.
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Cependant le morphisme central est syme´trique par hypothe`se donc si on applique le foncteur
HomOP1
( • ,OP1(−6)), on a la meˆme suite exacte. Ceci impose en particulier la relation a = b−6.
Par ailleurs un calcul de classes de Chern impose que a+ b = 4. Ainsi on a a = −1 et b = 5.
Nous identifions maintenant le faisceau Q image de la fle`che ϕ. C’est un faisceau localement
libre de rang 4. Il s’e´crit donc Q ≃ ⊕4i=1OP1(−ai) avec ai des entiers compris entre 2 et 4. Par
ailleurs, la syme´trie de la fle`che ϕ impose que Q ve´rifie la suite exacte suivante :
0→ Q→ Q∨(−6)→ OZ → 0.
Ceci impose la condition
∑
i ai = 15 et on a Q ≃ OP1(−3) ⊕OP1(−4)
3. Il existe donc un sous-
espace vectoriel de dimension 2 isomorphe a` H1OP1(−3) contenu dans (C
5)∨ et de fac¸on duale
un quotient de rang 2 de C5 isomorphe a` H0OP1(1).
Conside´rons la fle`che Q
M
→ Q∨(−6) qui dans des de´compositions de Q et Q∨(−6) est de la
forme (
α β
tβ γ
)
ou` α ∈ C∗ (nous verrons en fin de preuve que le cas α = 0 est impossible), β est une matrice
1× 3 a` coefficients dans H0OP1(1) et γ est une matrice 3× 3 a` coefficients dans H
0OP1(2). En
jouant sur les de´compositions de Q c’est-a`-dire en faisant agir le groupe
Aut(Q) =
{(
λ u
0 µ
)
ou` λ ∈ C∗, µ ∈ GL3(C) et u est a` coefficients dans H
0OP1(1)
}
,
on peut trouver une de´composition dans laquelle M s’e´crit sous la forme(
1 0
0 γ′
)
ou` γ′ est une matrice 3× 3 a` coefficients dans H0OP1(2).
La fle`che ϕ peut eˆtre e´crite de la manie`re suivante :
OP1(−4)
5 → Q
M
→ Q∨(−6)→ OP1(−2)
5.
On fixe la de´composition pre´cedente de Q, il existe une de´composition de C5 sous la forme
H0OP1(1)⊕C
3 (et donc de (C5)∨ sous la forme H1OP1(−3)⊕C
3) telle que la fle`che de OP1(−4)
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dans Q soit de la forme suivante : (
m 0
0 I3
)
ou` m est l’application canonique de OP1(−4) ⊗ H
1OP1(−3) → OP1(−3) et I3 est la matrice
identite´ de taille 3× 3. La fle`che de Q∨(−6) dans OP1(−2)
5 est la transpose´e de cette fle`che. La
compose´e est alors dans ces de´compositions de la forme :(
m tm 0
0 γ′
)
ou` m et γ′ sont les matrices de´finies ci-dessus. C’est une matrice a` coefficients dans
H0OP1(2) ≃ H
0OP2(1) = (C
3)∨
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et nous avons bien la forme diagonale par blocs recherche´e.
Si le morphisme α : OP1(−3) → OP1(−3) est nul, alors la conique est singulie`re. En effet le
meˆme raisonnement donne alors un matrice de la forme(
0 tmβ
tβm γ′
)
.
Mais β : OP1(−4)
3 → OP1(−3) peut se mettre sous la forme β = (0, β1, β2) avec β1 et β2 dans
H0OP1(1). Si on e´crit β
′ = (β1, β2) on a une matrice de la forme (ici s ∈ H
0OP1(2)) :
0 0 tmβ
0 s ∗
tβm ∗ ∗

dont le de´terminant a det(tmβ) comme facteur double. C’est impossible.
Dans le cas ou` la conique est singulie`re, on raisonne de la meˆme manie`re en se restreignant
aux deux droites. Dans ce cas, la matrice A peut en plus se diagonaliser. 
Nous terminons maintenant la preuve du the´ore`me 1.1. La courbe C de genre 5 est l’inter-
section d’un re´seau de quadriques diagonalisables par blocs :(
A 0
0 B
)
.
Nous munissons C d’une involution : conside´rons la syme´trie de P4 donne´e par la matrice(
−I2 0
0 I3
)
,
elle laisse le re´seau et la courbe C invariants. Il reste a` ve´rifier que cette involution est sans
point fixe. Sur C les points fixes sont les points d’intersection de la courbe avec la droite ou le
plan de´finis par la de´composition de C5. Les points fixes sont donc donne´s par les points base
du re´seau A de quadriques de P1 ou du re´seau B de quadriques planes. Pour le re´seau A, il n’y a
pas de tels points car la conique de´finie par le de´terminant serait alors une droite double. Pour
le re´seau B, la formule d’Hu¨rwitz nous dit que le nombre de points fixes est multiple de 4. Or
un re´seau de coniques a au plus 3 points base, l’involution est donc sans point fixe. 
Nous pouvons alors comple´ter le tableau de [ACGH] page 274 qui re´sume les liens entre la
ge´ome´trie de C et celle de Γ (Θsing est le lieu singulier du diviseur the´ta de la jacobienne de C) :
– C est trigonale ⇔ Γ = P2 ⇔ Θsing est la re´union de deux copies de C conjugue´es sous
l’involution et qui se rencontrent en deux points,
– C n’est pas trigonale ⇔ Γ est une quintique plane ⇔ Θsing/− 1 = Γ,
– C est bi-elliptique ⇔ Γ contient une droite ⇔ Θsing contient une composante elliptique
qui est un reveˆtement double de la droite,
– C est reveˆtement double d’une courbe de genre 3 ⇔ Γ contient une conique ⇔ Θsing =
Σ1 ∪ Σ2 les deux composantes se coupant en six points avec pa(Σ1) = 2 et pa(Σ2) = 4,
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– C n’est pas trigonale et n’a pas de pinceau semi-canonique ⇔ Γ est une quintique plane
lisse ⇔ Θsing est irre´ductible et lisse de genre 11.
Notons Θ3,20 le ferme´ de Θ0 forme´ des the´ta-caracte´ristiques dont le support est la re´union
d’une conique et d’une cubique et notons Mi5 le localement ferme´ de l’espace des modules des
courbes de genre 5 forme´ des courbes non hyperelliptiques et non trigonales qui sont munies
d’une involution sans point fixe. Le the´ore`me 1.1 et le corollaire 1.6 permettent de montrer le
COROLLAIRE 1.8. — On a un isomorphisme entre Mi5 et Θ
3,2
0 .
Remarques 1.9. — (ı) Ce corollaire permet de rede´montrer le re´sultat de P.I. Katsylo [K]
sur la rationnalite´ de Mi5. En effet, Θ
3,2
0 est le produit de la varie´te´ des coniques planes qui
est e´videment rationnelle par la varie´te´ des cubiques planes munies d’une the´ta-caracte´ristique
paire qui est elle aussi rationnelle (cf. [DK] corollaire 5.7.2).
(ıı) Nous allons dans la suite e´tudier une autre description de Mi5. Nous remarquons ici que
si C est une courbe lisse de genre 5 non hyperelliptique munie d’une involution sans point fixe
i, alors C est non trigonale.
En effet, supposons que C soit trigonale. Soit D un g13 sur C, si D est invariant par i (i.e.
i∗D = D), alors l’involution i induit une involution sur P1 par le morphisme de´duit de D. Cette
dernie`re a ne´cessairement au moins un point fixe. La fibre du morphisme au-dessus d’un point
fixe e´tant stable par i et forme´e de trois points, elle a au moins un point fixe par i ce qui est
absurde. Si D n’est pas fixe´ par l’involution, soit D′ = i∗D. On peut alors regarder le morphisme
C → P(H0D)× P(H0D′) = P1 × P1 ⊂ P(H
0D ⊗H0D′) = P3.
L’image de C est une courbe de bidegre´ (3, 3) dans la quadrique, c’est-a`-dire une courbe de genre
arithme´tique 4, c’est impossible car C est de genre 5.
2 Une tentative d’interpre´tation ge´ome´trique
Dans ce paragraphe nous de´crivons d’une nouvelle manie`re l’espace de module des courbes
de genre 5 reveˆtement double d’une courbe de genre 3 graˆce aux quintiques planes re´union d’une
conique et d’une cubique.
Remarquons tout d’abord que si C est une courbe de genre 5 reveˆtement double d’une courbe
de genre 3, elle est alors munie d’une involution i sans point fixe. La jacobienne de C est, elle
aussi, munie d’une involution toujours note´e i et on note Prym(C, i) = Im(i − 1) la varie´te´ de
Prym associe´e (cf. par exemple [ACGH] ch. VI appendix C ou [Mu4]). C’est alors une surface
abe´lienne principalement polarise´e. On a alors un morphisme
Prym : Mi5 → A2
ou` A2 est l’espace de modules (grossier) des surfaces abe´liennes principalement polarise´es. L’im-
age d’une courbe C est en ge´ne´ral une surface abe´lienne inde´composable, c’est alors la jacobienne
d’une courbe Y de genre 2. Nous notons Mi,i5 l’ouvert de M
i
5 correspondant a` ce cas. Dans le
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cas contraire, la varie´te´ de Prym est le produit de deux courbes elliptiques et nous notons Mi,d5
le ferme´ correspondant (le premier cas correspond a` une conique irre´ductible contenue dans Γ
alors que dans le second cas la conique est de´compose´e en deux droites).
Nous commenc¸ons par de´crire la fibre de ce morphisme. Elle a e´te´ e´tudie´e par de nom-
breux auteurs (voir par exemple [Do1], [Do2], [DS] et [V]). En particulier A. Verra [V] de´crit
comple`tement cette fibre (en incluant les reveˆtement admissibles introduits par [B1]). Nous in-
cluons une preuve de ses re´sultats dans le cas des reveˆtements de courbes lisses et decrivons plus
en de´tail le cas d’un produit de courbes elliptiques.
Nous aurons besoin de quelques rappels sur les courbes de genre 2, leur jacobienne et la
surface de Kummer associe´e. Pour plus de de´tails, voir [Hu] ou [Mu2].
2.1 Notations et rappels
Soit A ∈ A2 une surface abe´lienne principalement polarise´e et soit ΘA son diviseur the´ta. Ce
diviseur de´finit un morphisme
A→ P(H0(2ΘA)) ≃ P3.
L’image K de ce morphisme est de quotient A/Aut(ΘA).
Si A est inde´composable cette image est la surface de Kummer K ≃ J(Y )/− 1 associe´e a` la
courbe Y de genre 2 telle que J(Y ) = A. Si A est de´composable isomorphe au produit de courbes
elliptiques E1 × E2, alors le morphisme est de degre´ 4 et l’image est une quadrique lisse de P3.
Le groupe H des e´le´ments d’ordre 2 de A est fini d’ordre 16 isomorphe a` (Z/2Z)4. Ce groupe
est le quotient du groupe d’Heisenberg H a` 32 e´le´ments par son centre (cf. [Mu2] ou [Mu3]). Par
abus de notation nous l’appelerons encore groupe d’Heisenberg associe´ a` A. Il agit line´airement
sur P3 et laisse stable la surface K.
Notons Z son image dans K. Dans le premier cas Z est l’ensemble des points doubles de K et
H est le groupe des automorphismes de K (ils laissent ne´cessairement fixe Z voir [Hu] ou [Mu2]
p. 353). Dans le second cas, on a une involution ik donne´e par le diviseur 2ΘEk sur chacune
des courbes Ek. Le lieu de ramification sur K du morphisme A→ K est la re´union de 4 droites
de chaque famille. L’ensemble Z est le groupe de 16 points obtenus comme intersection de ces
droites. Le groupe H est le sous-groupe du groupe des automorphismes de K laissant stable Z.
Remarquons que l’on a une involution i1 × i2 sur A. Notons K˜ le quotient de A par cette
involution. On a alors une suite de morphismes de degre´ 2 A→ K˜ → K. Le premier est ramifie´
au dessus de l’image re´ciproque de Z dans K˜ alors que le second est ramifie´ au dessus des quatres
droites de chaque famille.
Notons U(A) l’ouvert de P∨3 — invariant sous H — des plans de P3 qui ne sont pas tangents
a` la surface K et ne passant pas par un point de Z. Notons K∨ ⊂ P∨3 la surface de duale de K et
Z∨ la re´union des 16 plans duaux des 16 points de Z. L’ouvert U(A) est P∨3 prive´ de K
∨ ∪ Z∨.
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2.2 Lien entre C et A
PROPOSITION 2.1. — On a un isomorphisme
U(A)/H ≃ Prym−1(A).
Preuve — Nous commenc¸ons par associer a` tout point de x ∈ U(A) une courbe lisse de genre
5 reveˆtement double d’une courbe de genre 3. Le point x est dans P∨3 , il de´finit donc un plan x
∨
de P3 qui rencontre donc K en une courbe lisse X˜ (car x ∈ U(A)).
Dans le premier cas, la courbe X = X˜ est une quartique lisse donc de genre 3. Conside´rons la
courbe C ⊂ A image re´ciproque de X˜ par le morphisme A→ K. La courbe C est un reveˆtement
double de X. Il est non ramifie´ car X e´vite les points doubles de K.
Dans le second cas, la courbe X˜ est une conique lisse. Conside´rons encore la courbe C ⊂ A
image re´ciproque de X˜ par le morphisme A→ K. On peut par ailleurs relever X˜ en X dans K˜.
Ce rele`vement est ramifie´ en 8 points. La courbe X est donc lisse de genre 3. Comme x ∈ U(A)
le morphisme induit de A→ K˜ donne un reveˆtement non ramifie´ C → X.
La classe d’isomorphisme de C ne de´pend pas du repre´sentant x de x : si on change de
repre´sentant, la courbe C est translate´e par un e´le´ment α d’ordre 2 dans A et la courbe X˜
est obtenue par la transformation line´aire correspondante dans P3. Nous verrons en fin de
de´monstation pourquoi C est non hyperelliptique.
Re´ciproquement soit C ∈ Prym−1(A) et X le quotient de C par l’involution. Fixons ξ un
diviseur de degre´ 1 sur C tel que 2ξ = 2i(ξ) (il suffit de prendre ξ tel que 2ξ = x0 + i(x0) avec
x0 ∈ C, ce qui existe toujours car une varie´te´ abe´lienne est divisible). Conside´rons le morphisme
C → A
x 7→ (1− i)(x− ξ)
obtenu en composant l’injection de C dans J(C) donne´e par x 7→ x − ξ avec la fle`che 1 − i de
J(C) dans A.
LEMME 2.2. — Le morphisme C → A est une immersion.
Preuve — Nous commenc¸ons par montrer l’injectivite´ de la fle`che. Soient x et y dans C tels
que leurs images soient les meˆmes dans A. On a alors x− i(x) = y − i(y). Posons D = x+ i(y),
c’est un diviseur de degre´ 2 sur C et on a D = i(x) + y. Si x 6= y, le diviseur D a au moins 2
sections (car les paires {x, i(y)} et {i(x), y} ne peuvent eˆtre e´gales). Dans ce cas la courbe C a
un diviseur de degre´ 2 avec au moins 2 sections donc C est hyperelliptique. C’est absurde d’ou`
l’injectivite´ de la fle`che.
Il reste a` prouver que l’application tangente est e´galement injective. Nous avons vu que le
morphisme C → A se factorise par la fle`che 1− i : J(C)→ A. Conside´rons l’application
f : C → P(T0J(C))
de´finie par : soit x ∈ C et soit vx un vecteur tangent a` C en x, alors f(x) est le translate´ en 0
de l’image de vx par la diffe´rentielle de l’application C → J(C) de´finie par x 7→ x− ξ.
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L’application f est exactement le plongement canonique de C (voir par exemple [ACGH]
exercices A-5 et A-6 p. 263). Le noyau en chaque point de la diffe´rentielle de
J(C)→ A
ξ 7→ (1− i)(ξ)
est donne´ par l’espace tangent de la jacobienne J(X) de X. L’application tangente de C → A
est injective si et seulement si la courbe C dans son plongement canonique ne rencontre pas
l’espace projectif correspondant a` P(T0J(X)). Ce dernier est le plan projectif associe´ au sous-
espace propre pour la valeur propre 1 de l’involution i sur C. La courbe C ne rencontre jamais
ce plan car l’involution i est sans point fixe. L’application tangente est donc injective. 
La courbe C est donc plonge´e dans A et est invariante par l’involution x 7→ −x de A qui
correspond a` l’involution i sur C. Soit alors X˜ l’image de C dans K ⊂ P3. Il nous suffit de
montrer que X˜ est une section hyperplane (de degre´ 4 ou 2 selon les cas). Cependant comme le
degre´ du morphisme est 2 ou 4 selon les cas, il suffit de montrer que
C · (1− i)∗(2ΘA) = 8.
Fixons quelques notations, si J est une varie´te´ abe´lienne principalement polarise´e, nous
notons Ĵ sa duale, Θ son diviseur the´ta et λΘ : J → Ĵ l’isomorphisme associe´. Dans notre
situation, on a un morphisme J(X)
pi∗
→ J(C) et on peut de´finir
ψ = λ−1ΘX ◦ π̂
∗ ◦ λΘA : J(C)→ J(X).
On a e´galement le morphisme d’inclusion j : A → J(C) et le morphime 1 − i : J(C) → A. On
peut alors de´finir les morphismes
σ = π∗ × j : J(X)×A→ J(C) et τ = ψ × (1− i) : J(C)→ J(X)×A
et on a (cf. [Mu4]) σ ◦ τ = 2 · IdC .
FAIT. — On a 4ΘC = 2(1− i)
∗ΘA + 2ψ
∗ΘX .
Preuve — Dans [Mu4], D. Mumford montre que le diagramme suivant commute :
J(X)×A
λ2ΘX×λ2ΘA−→ Ĵ(X)× Âyσ yσ̂
J(C)
λΘC−→ Ĵ(C)
.
La compose´e J(C)
τ
→ J(X) ×A
λ2ΘX×λ2ΘA−→ Ĵ(X) × Â
τ̂
→ Ĵ(C) est donc J(C)
λ4ΘC−→ Ĵ(C). 
On peut calculer notre intersection. En effet, on sait que C ·ΘC = g(C) = 5. Par ailleurs, la
restriction de ψ a` C est le morphisme π donc C · ψ∗ΘX = 2X ·ΘX = 2g(X) = 6. Ainsi on a
C · (1− i)∗(2ΘA) = 4C ·ΘC −C · 2ψ
∗ΘX = 8.
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Il reste a` montrer que dans la premie`re construction la courbe C n’est pas hyperelliptique.
Si elle e´tait hyperelliptique, son image par f serait alors une courbe rationnelle normale C4 de
degre´ 4 de P4. L’involution descendrait alors sur C4 (la courbe C4 est l’image du plongement
canonique et est donc invariante par i). Mais alors la courbe rationnelle rencontrerait l’espace
propre associe´ a` la valeur propre 1. Ceci impose que l’application tangente de C vers A serait
non injective en un point. La courbe C ∈ A aurait alors un cusp ce qui est absurde. 
Au-dessus de A2, on a un fibre´ projectif de dimension 3 donne´ par P(H
0(2ΘA)
∨) au-dessus
de A. On note U(A2) l’ouvert donne´ dans chaque fibre au-dessus de A par U(A). Au-dessus de
A2, on a aussi une fibration H en groupes d’ordre 16 correspondant au-dessus de A au groupe
d’Heisenberg H des e´le´ments d’ordre 2 de A. On a une action fibre a` fibre de H sur U(A2).
COROLLAIRE 2.3. — La varie´te´ Mi5 des courbes de genre 5 lisses non hyperelliptiques et
munies d’une involution sans point fixe est isomorphe au quotient U(A2)/H.
2.3 Lien avec les courbes planes de degre´ 5
Dans la situation pre´ce´dente et pour C ∈ Mi,i5 , la varie´te´ abe´lienne A = Prym(C) est la
jacobienne d’une courbe Y de genre 2. Choisissons H ′ un des 16 plans tangents a` K∨ selon une
conique. Le plan H ′ est tangent a` K le long de la conique C2 image du plongement de Veronese
de P(H0(KY )). Ce plan est donc est isomorphe a` P(S
2H0(KY )). La conique C2 contient 6 points
doubles de la surface K∨ (que nous notons xk pour k ∈ [1, 6]).
PROPOSITION 2.4. — La donne´e d’un point x ∈ P∨3 est e´quivalente a` la donne´e d’une cubique
de H ′ passant par les six points xk pour k ∈ [1, 6].
Preuve — A` un point x ∈ P∨3 nous pouvons associer la surface cubique W polaire de K
∨.
Cette surface cubique contient en particulier les points doubles de K∨. Son intersection avec le
plan H ′ de´finit une cubique C ′ qui passe par les 6 points xk pour k ∈ [1, 6].
Nous de´crivons cette application. On prend des coordonne´es (X,Y,Z, T ) dans P∨3 . Soit F
l’e´quation de K∨ et X l’e´quation de H ′. Nous e´crivons alors
F = λX4 +X3F1 +X
2F2 +XF3 + F4
ou` les Fi sont homoge`nes de degre´ i en (Y,Z, T ). Par ailleurs comme le plan H
′ est tangent a`
K∨ le long de la conique C2, on a F4 = C
2
2 (on a ici encore note´ C2 l’e´quation de la conique C2).
On e´crit alors le point x sous la forme (a, b, c, d), la surface W a pour e´quation
a
∂F
∂X
+ b
∂F
∂Y
+ c
∂F
∂Z
+ d
∂F
∂T
.
L’e´quation de la courbe C ′ dans le plan H ′ est alors
aF3 + b
∂F4
∂Y
+ c
∂F4
∂Z
+ d
∂F4
∂T
.
L’application qui a` x associe C ′ est donc line´aire. Elle va d’un espace projectif de dimension 3
dans un autre. Nous montrons qu’elle est bijective : son image est de dimension 3.
12
Si le point x est dans le plan H ′, alors la courbe C ′ a pour e´quation (rappelons que F4 = C
2
2 ) :
2C2
(
b
∂C2
∂Y
+ c
∂C2
∂Z
+ d
∂C2
∂T
)
.
La courbe C ′ contient dans ce cas la conique C2 et on obtient un plan de cubiques de cette
manie`re. Par ailleurs lorsqu’on prend x = (1, 0, 0, 0), l’e´quation de C ′ est alors simplement F3.
Cette cubique ne contient pas C2 car sinon la surface K
∨ serait singulie`re de long de toute la
conique C2. L’image est donc de dimension 3. 
Remarque 2.5. — On a ainsi 16 isomorphismes line´aires — φH′ pour chaque plan H
′ — entre
le P∨3 contenant K
∨ et l’espace projectif de dimension 3, notons le P(N(Y )), des cubiques du
plan P(S2(H0KY )) passant par les six points (xk)k∈[1,6]. Chaque isomorphisme permet de de´finir
une action de H sur P(N(Y )) par φH′σφ
−1
H′ pour σ ∈ H. Toutes ces actions sont les meˆmes car
on a φσ(H′) = φH′ ◦ σ
−1 pour σ ∈ H. On a donc une action bien de´finie de H sur P(N(Y ))
Remarque 2.6. — La varie´te´ des courbes de genre 5 non hyperelliptiques munies d’une involu-
tion sans point fixe et de varie´te´ de Prym A = J(Y ) est isomorphe (proposition 2.1) a` l’ouvert
U(A)/H de P∨3 /H. Elle est donc isomorphe a` un ouvert de P(N(Y ))/H. Les orbites de cubiques
de cet ouvert ne contiennent en particulier pas la conique comme composante.
Par ailleurs, la donne´e de la conique canonique de P(S2(H0KY )) et des six points (xk)k∈[1,6]
permet de retrouver la courbe Y comme reveˆtement double de la conique ramifie´ aux 6 points.
La proposition 2.4 permet de re´interpre´ter l’ouvert U(A) comme un ouvert de l’espace
P(N(Y )) des cubiques du plan P(S2(H0KY )) passant par les six points xk pour k ∈ [1, 6]. Nous
pouvons donc re´interpre´ter le fibre´ U(A2) au-dessus de A
i
2 (les surfaces abe´liennes inde´compose´es)
comme un ouvert U de la varie´te´ des courbes planes de degre´ 5 re´union d’une conique lisse et
d’une cubique la coupant en 6 points distincts. Nous avons encore une action sur U du fibre´ en
groupe d’Heisenberg H au-dessus de Ad2.
THE´ORE`ME 2.7. — Les constructions pre´ce´dentes de´crivent un isomorphisme entre la varie´te´
Mi5 des courbes de genre 5 non hyperelliptiques munies d’une involution sans point fixe et la
varie´te´ U/H.
Les orbites des courbes ne contiennent en particulier pas les courbes de degre´ 5 contenant
une conique double.
Remarque 2.8. — Il existe une autre parame´trisation (voir par exemple [L]) de la varie´te´ Mi5
par les courbes planes de degre´ 5 re´union d’une conique A et d’une cubique B (sans the´ta-
caracte´ristique). Cette parame´trisation fait intervenir des constructions classique de ge´ome´trie
plane et est fortement lie´e a` la construction de [ACGH] : les coniques C0 et A sont les meˆmes,
la cubique C1 est la Hessienne de la cubique B et la courbe X est l’enveloppe d’un pinceau de
coniques obtenu a` partir de A et B.
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3 Des plongements particuliers
Nous allons ici re´aliser l’isomorphisme de la proposition 2.1 de manie`re ge´ome´trique, c’est-
a`-dire avec des courbes plonge´es. Nous montrerons ainsi que si C ∈ Mi5, alors elle posse`de une
famille de plongements particuliers qui caracte´risent l’existence de l’involution sans point fixe.
3.1 Pre´liminaires
3.1.1 Le cas M
i,i
5
Soit Y une courbe lisse de genre 2, on note A sa jacobienne et K la surface de Kummer
associe´e. Fixons L un fibre´ inversible de degre´ 6 sur Y . On conside`re le plongement de C donne´
par L dans P4 = P(H
0L). On a toujours h0IY (2) = 4 (cf. [GLP]). On a donc un P3 de quadriques
contenant Y . Remarquons que comme il n’y a pas de diviseur ξ de degre´ 3 sur Y tel que h0ξ = 3,
la courbe Y n’a jamais de trise´cante dans P4.
Notons C la sous-varie´te´ de P3 des quadriques singulie`res. C’est une varie´te´ de´terminantielle
dont la dimension attendue est 2 et le degre´ attendu 5.
PROPOSITION 3.1. — La varie´te´ C est la re´union d’un plan et d’une surface de degre´ 4
isomorphe a` K∨. Le plan est le plan dual du point correpondant a` L ∈ J(Y ).
Preuve — Nous de´crivons toutes les quadriques Q contenant la courbe Y .
1. Si Q est de rang infe´rieur ou e´gal a` 2, alors la quadrique est forme´e de la re´union de deux
hyperplans ou d’un hyperplan double. La courbe Y est alors de´ge´ne´re´e ce qui est absurde.
2. Si Q est de rang 3, alors son noyau est une droite L de P4. Cette droite rencontre Y en au
plus 4 points sinon la courbe Y serait contenue dans un hyperplan (engendre´ par la droite et 2
autres points de Y ). Soit donc x la longueur du sche´ma Y ∩L, on a x = 0, 2 ou 4 et conside´rons
la projection de centre la droite L. Elle de´finit un morphisme de Y vers une conique.
2.1. Si x = 4, alors le morphisme est un isomorphisme ce qui est absurde (Y est de genre 2).
2.2. Si x = 2, le mophisme est de degre´ 2 et est donne´ par la compose´e du reveˆtement double
Y → P1 de´fini par KY avec le plongement de Veronese P1 → P2. On a donc L = 2KY +D ou`
D est le diviseur correspondant aux deux points de L ∩ Y . Le diviseur D est alors de´termine´ et
de degre´ 2. Les deux points de L ∩ Y sont donc uniquement de´termine´s sauf si D = KY .
2.2.1. Ainsi, si L 6= 3KY , alors L est unique (correspondant au diviseur effectif associe´ a`
L − 2KY ) et la quadrique est e´galement unique.
2.2.2. Si par contre L = 3KY , alors on a un P1 de choix pour la droite L (toutes les
bise´cantes qui coupent Y en deux points en involution), il y a donc le meˆme P1 de quadriques.
2.3. Si x = 0, on a alors un morphisme de degre´ 3 de C vers P1. Soit D le diviseur associe´, on
a degD = 3 et h0D = 2. Le morphisme vers la conique est donne´ par Y → P(H0D)
v
→ P(S2H0D)
ou` v est le plongement de Veronese. On a ici L = 2D. SiD0 est un tel diviseur, les autres diviseurs
sont donne´s par D +M avec M une demi-pe´riode (i.e. 2M = 0). On a donc un nombre fini de
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tels diviseurs. La quadrique est alors de´termine´e par D. La droite L est le quotient de rang 2
suivant : S2(H0D)→ H0(2D) et la conique l’image de P(H0D) dans P(S2H0D).
3. Il reste le cas ge´ne´ral ou` la quadrique est de rang 4, le noyau de Q est alors un point P et
on projette par rapport a` ce point (notons πP cette projection). On obtient alors un morphisme
de Y vers une quadrique de P3. Le morphisme πP |Y est de degre´ 6 si P 6∈ Y et de degre´ 5 sinon.
3.1. Supposons que P ∈ Y , la courbe πP (Y ) est de degre´ divisant 5 dans P3. Elle ne peut
eˆtre de degre´ 1 sinon Y serait de´ge´ne´re´e. Elle est donc de degre´ 5 (et de genre 2) et est contenue
dans une unique quadrique. Ceci nous donne une famille de dimension un de quadriques.
3.2. Reste le cas ge´ne´ral ou` le point P n’est pas dans Y . L’image πP (Y ) est alors une
courbe de degre´ divisant 6, c’est a` dire de degre´ 1, 2, 3 ou 6. De plus πP (Y ) ne peut eˆtre plane
sinon Y serait de´ge´ne´re´e. Donc πP (Y ) est de degre´ 3 ou 6 irre´ductible et n’est pas plane.
3.2.1. Si deg(πP (Y )) = 3, alors la courbe πP (Y ) est une cubique gauche et le morphisme
Y → πP (Y ) est de degre´ 2 donne´ par le diviseur KY et la composition avec le plongement
de Veronese P(H0KY ) → P(S
3H0KY ). On a alors ne´cessairement L = 3KY et le point P est
de´termine´ par le conoyau de S3H0KY → H
0(3KY ). Dans ce cas πP (Y ) est contenue dans un
plan de quadriques qui se rele`ve en un plan dans P(H0IY (2)
∨).
3.2.2. Si deg(πP (Y )) = 6, la projection Y → πP (Y ) est birationnelle. La courbe πP (Y )
est de degre´ 6 contenue dans une quadrique lisse Q et son genre ge´ome´trique est 2. Dans Q, la
classe de πP (Y ) est (a, b) avec a + b = 6 et (a − 1)(b − 1) ≥ 2. On a donc deux possibilite´s :
(a, b) = (2, 4) ou (a, b) = (3, 3).
Si (a, b) = (2, 4), la projection sur le premier facteur donne un morphisme ϕ de degre´ 2 de
Y vers P1 (donc de´fini par KY ). L’image re´ciproque d’un point du premier facteur de Q dans
C est une bise´cante en involution. La quadrique Q contient donc la surface S recouverte par
les bise´cantes en involution. Cette surface est de degre´ 3. Une quadrique contenant Y contient
S si et seulement si elle contient en plus un point x0 de S − C. En effet, dans ce cas on a
C ∪ {x0} ⊂ S ∩Q. Mais comme Q est de degre´ 2 et S de degre´ 3, on a Q ∩ S est une courbe de
degre´ 6 ou S ⊂ Q. C’est donc que S ⊂ Q.
L’ensemble des quadriques contenant x0 forme un plan dans P(H
0IY (2)). Par ailleurs toutes
ces quadriques sont singulie`res. En effet, si une de ces quadriques e´tait lisse, la surface S serait
alors intersection comple`te (sur une quadrique lisse de P4, toute surface est intersection comple`te,
car le groupe de Picard de la quadrique est Z). C’est absurde car son degre´ (qui est 3) devrait
alors eˆtre un multiple de celui de Q (qui est 2). Ceci nous donne le plan. Remarquons que si
L = 3KY , la surface S est un coˆne et le plan pre´ce´dent a e´te´ de´crit en 3.2.1.
Si (a, b) = (3, 3), la courbe πP (Y ) a deux points doubles. On a donc deux bise´cantes passant
par P . Soient ξ1 et ξ2 les diviseurs de degre´s 2 de´finis par ces bise´cantes. Comme elles sont
concourrantes, on a h0(L − ξ1 − ξ2) ≥ 2. Or deg(L − ξ1 − ξ2) = 2 donc L − ξ1 − ξ2 = KY .
Ainsi pour tout couple de points de Y , on plutoˆt pour tout diviseur ξ de degre´ 2 sur Y , il
existe un unique diviseur ξ′ = L−KY − ξ tel que les deux bise´cantes (si ξ 6= ξ
′) de´finies par des
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sections de ξ et ξ′ se rencontrent en un point P . Il y a ici deux cas particuliers a traiter a` part :
lorsque ξ (ou ξ′) est KY et lorsque ξ = ξ
′.
En dehors de ces deux cas, la donne´e du couple (ξ, ξ′) de´finit deux bise´cantes distinctes. Le
point d’intersection P est donc bien de´fini. La projection de Y par P donne une courbe de degre´
6 ayant deux points doubles. Elle est donc contenue dans une unique quadrique.
Si (ξ, ξ′) = (KY ,L − 2KY ) ou syme´triquement si (ξ, ξ
′) = (L − 2KY ,KY ), on a un P1 de
bise´cantes correspondant aux section de KY . Ces bise´cantes rencontrent toutes la droite de´finie
par L− 2KY et par projection par rapport a` cette droite on retrouve les cas 2.2.1 et 2.2.2 ou` la
quadrique est de rang 3 et ou` x = 2. Ainsi pour ces couples, on a alors un P1 de quadriques si
L = 3KY et une unique quadrique si L 6= KY .
Si enfin ξ = ξ′ (ie. si on a un point double de K∨), les deux bise´cantes sont alors confondues
et les tangentes aux points d’intersection de cette bise´cante avec Y se rencontrent. On peut alors
choisir pour P n’importe quel point de la bise´cante. La projection aura alors un tacnode et sera
donc toujours contenue dans une unique quadrique. On a un P1 de quadriques.
Ainsi, un couple de diviseurs (ξ, ξ′) de´finit un unique coˆne sauf pour les points en involution
sur la jacobienne : les (ξ, ξ′) pour lesquels on a un P1 de quadriques. La surface obtenue est donc
isomorphe a` la duale K∨ de la surface de Kummer K de Y .
Montrons que le plan est bien le plan dual correspondant au point L ∈ Pic6(Y ). De´terminons
l’intersection de ce plan et de la surface K∨.
Si L = 3KY , l’intersection recherche´e est forme´e des quadriques du plan de´crit en 3.2.1 qui
sont de rang 3. Elles forment une conique double. Ce plan est donc le plan dual du point double
de K qui correspond a` L. Ces quadriques sont exactement les quadriques singulie`res dont le
sommet rencontre Y .
Si L 6= 3KY , on a deux cas. Soit la quadrique a pour sommet une droite et on est dans la
situation 2.2.1. Soit la quadrique a pour sommet un point et il doit appartenir a` Y . On voit que
chaque point de la courbe Y de´finit un point de l’intersection du plan et de K∨, les deux points
du diviseur L− 2KC se contractant en un meˆme point. L’intersection du plan et de K
∨ est donc
une courbe de degre´ 4 avec un point double dont la de´singularisation est Y . C’est le plan dual
du point L. 
Remarque 3.2.— Soit L un diviseur de degre´ 6 sur Y une courbe de genre 2. Se donner un point
de P∨3 correspond exactement a` se donner un fibre´ vectoriel de rang 2 sur Y de de´terminant L.
En effet, se donner un point du P∨3 contenant K
∨ revient a` se donner une quadrique contenant
la courbe Y dans le plongement P(H0L) (cf. proposition 3.1). Comme sur une quadrique de P4
il y a un fibre´ vectoriel de rang 2 tautologique, on a alors un fibre´ vectoriel de rang 2 et de
de´terminant L sur Y .
Re´ciproquement si on a un fibre´ vectoriel E de rang 2 sur Y et de de´terminant L, alors on
a une forme quadratique sur Λ2H0E qui induit une forme quadratique sur H0(Λ2E) = H0L.
Cette forme quadratique correspond a` une quadrique contenant Y et donc a` un point de P∨3 .
Cette remarque permet de rede´montrer un re´sultat de Narasimhan et Ramanan de´crivant
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l’espace des modules des fibre´s vectoriels de rang 2 et degre´s pair [NR]
3.1.2 Le cas M
i,d
5
Soit A = E1 × E2 une surface abe´lienne de´compose´e ou` les Ei sont des courbes elliptiques
avec un point marque´. Soit Y = E1 ∪E2 la re´union transversale des deux courbes de genre 1 se
rencontrant en leur point marque´. Notons K la surface de Kummer associe´e et fixons L = L1⊠L2
un diviseur de bidegre´ (3, 3) sur Y . On plonge alors Y par L dans P(H0L) = P4. On a toujours
h0IY (2) = 4 et donc un P3 = P(H
0IY (2)
∨) de quadriques contenant Y .
Notons Πi le plan de P4 contenant Ei. Toutes les quadriques Q contenant Y contiennene les
plans Πi. Elles sont donc singulie`res et leur sommet contient le point P = Π1 ∩Π2.
Notons C la sous-varie´te´ des quadriques de rang infe´rieur a` 3.
PROPOSITION 3.3. — La varie´te´ C est isomorphe a` la surface K∨.
Preuve — On effectue la projection a` partir du point P et on arrive dans un espace projectif
de dimension 3. Les courbes E1 et E2 (ainsi que les plans Π1 et Π2) ont pour images deux droites
disjointes. On cherche toutes les quadriques de rang infe´rieur a` 3 contenant ces deux droites.
Soit Q une telle quadrique et supposons qu’elle est de rang exactement 3. Soit alors x son
sommet (c’est un point). On projette a` partir de x, l’image de Q doit eˆtre une conique lisse
et doit contenir l’image des deux droites. Ceci n’est jamais possible. La quadrique Q est donc
re´union de deux plans chacun contenant l’une des deux droites.
Dans P4 les quadriques contenant Y sont les re´unions de deux hyperplans l’un contenant
Π1, l’autre contenant Π2. Ils forment une surface isomorphe a` P1 × P1. On a un morphisme de
E1×E2 vers cette surface : a` un point de E1 on associe l’hyperplan contenant Π2 et ce point et
de manie`re syme´trique pour E2. On retrouve le recouvrement E1 × E2 → K
∨. 
3.2 La courbe C de genre 5 reveˆtement double d’une courbe X de genre 3.
Nous traitons les cas de Mi,i5 et M
i,d
5 en meˆme temps. Soit Y la courbe de genre 2 pre´ce´dente
(lisse ou re´union de deux courbes elliptiques se coupant en un point) et A la surface abe´lienne
correspondante. Soit L le diviseur de de degre´ 6 qui permet de plonger Y dans P4, on choisit
Q une quadrique de rang maximal contenant Y (lisse dans le premier cas et de rang 4 dans le
second). Elle correspond a` un point x du P∨3 contenant K
∨. Nous construisons ici de manie`re
plonge´e l’isomorphisme de´crit a` la proposition 2.1.
Nous de´finissons la courbe C. Notons A× l’ouvert des ξ ∈ A tels que ξ 6= KY (si Y est lisse)
et ξ 6= (P, y) ou (x, P ) sinon. Alors ξ ∈ A× de´finit une bise´cante Lξ de Y . Conside´rons la courbe
C ⊂ A de´finie de la manie`re suivante :
C = {ξ ∈ A× / Lξ ⊂ Q}.
LEMME 3.4. — La courbe C est invariante sous l’involution x 7→ −x de A.
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Preuve — Dans le premier cas l’involution est donne´e par ξ 7→ L −KY − ξ. Soit ξ 6= KY et
supposons que ξ ∈ C, alors Lξ ⊂ Q. Conside´rons maintenant ξ
′ = L −KY − ξ, la bise´cante Lξ′
rencontre Lξ. Mais alors Lξ′ rencontre Q en trois points (les deux points de Lξ′ ∩ Y et le point
de Lξ′ ∩ L). Elle est donc contenue dans Q et on a ξ
′ ∈ C.
Dans le second cas l’involution est donne´e sur chacune des courbes Ei par x 7→ y ou` y est
le troisie`me point d’intersection de la droite (xP ) avec la courbe Ei dans le plan Πi (P est le
point d’intersection des courbes Ei). Si L est une bise´cante a` Y contenue dans Q, la bise´cante
L′ obtenue par l’involution a` partir de L est contenue dans le plan Π = (P,L). Mais P est dans
le sommet de Q et L ⊂ Q donc Π ⊂ Q et donc L′ ⊂ Q. La courbe C est meˆme invariante par
chacunes des involutions des courbes Ei. .
Remarque 3.5. — On a pas a priori donne´ de condition pour que ξ ∈ A× appartienne a` C.
Dans le premier cas, si ξ = KY , on a un P1 de sections et donc autant de bise´cantes. Ces
bise´cantes sont soit toutes en meˆme temps contenues dans Q soit jamais contenues dans Q.
Si L = 3KY , toutes les bise´cantes de´finies par KY se coupent en un meˆme point. Ainsi le
raisonnement pre´ce´dent permet de montrer que si l’une est dans Q elles le sont toutes. Si par
contre L 6= 3KY , alors les bise´cantes de´finies par KY rencontrent toutes la meˆme bise´cante L0
de´finie par le diviseur L − 2KY . Ainsi si une de ces bise´cante est dans Q, alors L0 est contenue
dans Q et par le raisonnement du lemme 3.4 elles sont toutes contenues dans Q.
Dans le second cas, ξ = (x, P ) (resp. (P, y)) est dans C si et seulement si le plan engendre´
par la tangente en P a` la courbe E2 (resp. E1) et le point x (resp. y) est contenu dans Q.
Soit ξ ∈ A et conside´rons Lξ la bise´cante de Y ainsi de´finie. On peut alors associer a` Lξ le
plan Hξ de P(H
0IY (2)
∨) = P∨3 des quadriques contenant Y ∪ Lξ. C’est bien un plan car pour
qu’une quadrique contenant Y contienne Lξ il suffit qu’elle contienne un point de plus de Lξ.
Le raisonnement de la remarque 3.5 permet de de´finir Hξ meˆme pour ξ ∈ A
×.
LEMME 3.6. — Le morphisme A→ P3 de´fini par ξ 7→ Hξ est le morphisme de A dans K.
Preuve — Le raisonnement du lemme 3.4 permet de montrer que ce morphisme est invariant
par l’involution sur A (et meˆme par celles des Ei si Y n’est pas lisse).
Ce morphisme est bien a` valeur dans K car les plans de quadriques ainsi de´finis sont tangents
a` la varie´te´ K∨ ⊂ C de quadriques singulie`res. En effet, dans des bases bien choisie les matrices
des quadriques s’e´crivent (dans chacun des cas) sous la forme
0 0 0 x y
0 0 a a2,4 a2,5
0 a 0 a3,4 a3,5
x a2,4 a3,4 a4,4 a4,5
y a2,5 a3,5 a4,5 a5,5

ou

0 0 0 0 0
0 0 0 0 x
0 0 0 y 0
0 0 y a4,4 a4,5
0 x 0 a4,5 a5,5

,
le lieu de´fini par le de´terminant est bien singulier ce qui montre que l’on a un plan tangent a`
K∨. On ve´rifie aise´ment que les fibres sont bien forme´es par les orbites sous l’involution (resp.
les involutions). 
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Choisir une quadrique Q contenant Y revient a` choisir un point x de P∨3 . Lorsque Y est lisse,
la quadrique Q de´finit un point de U(A) si et seulement si elle ne contient aucune des 16 droites
(piqi)i∈[1,16] avec 2(pi + qi) = L −KY .
La quadrique Q peut eˆtre singulie`re. Nous expliquons ces cas. Identifions A = Jac(Y ) avec
Pic6(Y ) en choisissant le diviseur 3KY pour origine. Ceci fixe un plan H
′ ⊂ P∨3 tangent a` K
∨
selon une conique. Soit x ∈ U(A) ⊂ P∨3 un releve´ de x ∈ U(A)/H de´finissant une courbe de genre
5 et soit L ∈ Pic6(Y ). Alors, si l’image de L dans K n’est pas contenue dans x∨, la quadrique
de´finie par Q est lisse, sinon elle est singulie`re. La quadrique est donc singulie`re exactement si
L ∈ C ⊂ A. Nous verrons que ces cas donnent des plongements particuliers de C. Remarquons
que la courbe Y ne passe jamais par le sommet de Q car sinon Q de´finirait un point de K∨ (a`
l’intersection du plan tangent et de K∨, cf. proposition 3.1) et donc pas un point de U(A).
Dans le second cas, notons (xi)i∈[1,4] et (yj)j∈[1,4] les points fixes des involutions i1 et i2. La
quadrique Q de´finit un point de U(A) si et seulement si Q est de rang 4 et ne contient aucune
droite (xiyj).
Nous de´finissons la courbe X˜ comme l’image de C dans K et la courbe X comme l’image
re´ciproque de X˜ dans K˜. Supposons maintenant que Q de´finit un point de U(A), alors
PROPOSITION 3.7. — La courbe C est lisse de genre 5 et c’est un reveˆtement double non
ramifie´ de la courbe X qui est lisse de genre 3.
3.3 Des plongements particuliers de la courbe de genre 5
Nous avons vu que la donne´e d’une surface abe´lienne A et d’un point x ∈ U(A)/H correspond
a` la donne´e d’une courbe C de genre 5 munie d’une involution sans point fixe.
Nous montrons maintenant que la donne´e du diviseur L de degre´ 6 sur Y pre´ce´dent de´finit
un morphisme particulier de C vers un espace projectif de dimension 3. En effet, dans P(H0L)
le point x ∈ U(A) correspond a` une quadrique Q (lisse ou de rang 4) contenant Y . Si Q est lisse,
la varie´te´ de ses droites forme un espace projectif de dimension 3 que nous notons P(V ).
Si Q est de rang 4, les droites de Q forment une fibration en P2 au dessus de P1. Il existe
deux contractions naturelles de cette fibration vers un espace projectif de dimension 3 que nous
notons P(Vk) pour k ∈ {1, 2}. Elles contractent un P1 × P1 vers une droite Lk selon l’une ou
l’autre des projections. La quadrique singulie`re peut alors eˆtre vue comme la varie´te´ des droites
de P(Vk) qui rencontrent Lk.
Lorsque Y est lisse (cf. le cas 3.2.2, (a, b) = (2, 4)), on note P(V ) l’espace projectif P(Vk) tel
que les (α)-plans rencontrent Y en 2 points.
Lorsque Y est singulie`re, les plans Π1 et Π2 sont des (α)-plans pour un des P(Vk) et des
(β)-plans pour l’autre. Notons P(V ) l’espace projectif P(Vk) tel que les plans Πi soient des
(α)-plans.
Dans tous les cas on a donc un morphisme de C vers un espace projectif P(V ) de dimension 3.
PROPOSITION 3.8. — (ı) Lorsque Y et Q sont lisses, la courbe C est plonge´e dans P(V ), elle
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est de degre´ 8 et a une infinite´ de quadrise´cantes.
(ıı) Lorsque Y est lisse mais Q de rang 4, la courbe C est plonge´e dans P(V ) et est de degre´
7. Il existe une droite L telle que la courbe C ∪ L a une infinite´ de quadrise´cantes.
(ııı) Lorsque Y est re´union de deux courbes elliptiques, l’image C de la courbe C dans P(V )
est de degre´ 8 et de genre arithme´tique 7. Elle est lie´e a` une droite L par une intersection de
deux coˆnes cubiques. Elle a deux points doubles situe´s aux sommets des coˆnes.
Preuve — (ı) La courbe C est de´finie comme les points ξ ∈ A tels que la bise´cante Lξ a` Y
de´finie par ξ est contenue dans la quadrique Q. Nous de´finissons donc le morphisme C → P(V )
par ξ 7→ Lξ Ce morphisme est a` priori de´fini lorsque ξ 6= KY mais nous pouvons le prolonger, si
besoin est, en ce point car C est une courbe lisse (ce cas apparaˆıt lorsque Q est singulie`re).
Soit p ∈ Y , ce point de´finit une droite ℓp de P(V ). Cette droite est quadrise´cante a` l’image
de C dans P(V ). En effet, on cherche les points q ∈ Y tels que la droite (pq) soit contenue dans
Q. Il faut donc que q soit dans l’orthogonal de p pour la quadrique. Cet hyperplan rencontre C
en 6 points et est tangent a` C en p. Il reste donc 4 autres points qui donnent 4 points de l’image
de C dans P(V ) qui sont situe´s sur ℓp.
La courbe Y de´finit dans P(V ) une surface re´gle´e (l’ensemble des droites ℓp pour p ∈ Y ).
L’image de C dans P(V ) est exactement le lieu singulier de cette surface. En effet, soit ξ ∈ C,
on a ξ = p+ q et l’image de ξ dans P(V ) est a` l’intersection des droites ℓp et ℓq. Re´ciproquement
si un point z de P(V ) est dans le lieu singulier de la surface, alors il est sur deux droites ℓp et
ℓq, la droite de P4 que z de´finit est alors contenue dans Q et coupe C en p et q. Le point z est
donc dans l’image de C.
Nous savons alors que la courbe image de C dans P(V ) est de degre´ 8 et de genre arithme´tique
5 (cf. [Kl]). On a donc bien un plongement qui est de degre´ 8. La varie´te´ des quadrise´cantes de
C dans ce plongement est la courbe Y .
(ıı) Notons C l’image de C. La quadrique Q est l’ensemble des droites rencontrant une droite
L. Soit S la surface re´gle´e de´finie par Y et C ′ son lieu singulier. Un point y de L de´finit un(α)-
plan contenu dans Q. Il rencontre Y en deux points y1 et y2 en involution. Ainsi le point y est
a` l’intersection des droites ℓy1 et ℓy2 . La droite L est donc contenue dans C
′. Par ailleurs, le
meˆme raisonnement que pre´cedement montre que C ⊂ C ′ et que les points de C ′ sont donne´s
par les bise´cantes de Y contenues dans Q (la diffe´rence par rapport a` la situation pre´ce´dente est
le fait que le point ξ = KY de´finit un P1 — qui donnera L — de bise´cantes supple´mentaires).
On a donc C ′ = C ∪ L. Le genre de C est supe´rieur ou e´gal a` celui de C et par les re´sultats de
[Kl], le genre de C ′ est 5. On a deux cas : C est de genre 6 et ne rencontre pas L ou C est de
genre 5 et rencontre L en un point. La courbe C rencontre L : en effet, le point KY est limite
de points ξ ∈ C donc la limite des droites Lξ est une droite de´finie par KY donc une droite qui
rencontre L. La courbe C est donc de genre 5, c’est la courbe C. La courbe C ′ est isomorphe a`
l’image re´ciproque de C ⊂ J(Y ) dans Pic2(Y ) (qui est l’e´clatement du point KY ). Remarquons
que dans cette situation, les prongements sont obtenus a` partir du plongement canonique KC
par projection a` partir d’un point de C. Tous les points de C donnent un tel plongement.
(ııı) En de´crivant la quadrique comme la varie´te´ des droites de P(V ) qui rencontrent un
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droite L, on voit que la courbe C est sur l’intersection des deux coˆnes cubiques de´finis par les
courbes Ei. Ces deux coˆnes ont une droite en commun car les courbes Ei se coupent en un point.
La courbe re´siduelle doit alors eˆtre de degre´ 8 et de genre arithme´tique 7. Elle a deux points
doubles. Chaque point double correspond aux points de C de la forme (x, P ) et (P, y) (P est le
point d’intersection de E1 et E2). Les deux points doubles sont donc aux sommets des coˆnes 
Remarque 3.9. — Lorsque Y est lisse et Q lisse (resp. de rang 4), la courbe C (resp C ′) plonge´e
dans P(V ) n’est pas contenue dans une surface cubique. En effet, supposons que c’est le cas et
soit S une telle surface. Alors S rencontre toutes les quadrise´cantes de C (resp. C ′) en quatre
points donc S contient toutes les quadrise´cantes de C (resp. C ′). La surface S contient donc la
surface re´gle´e de´finie par Y , cette dernie`re est de degre´ 6, c’est absurde.
Nous montrons maintenant une re´ciproque a` cette proposition dans chacun des deux cas :
PROPOSITION 3.10. — Soit C une courbe de P(V ) de degre´ 8 et de genre ge´ome´trique 5 qui
est lie´e a` une droite par une intersection de deux coˆnes cubiques et qui a deux points doubles
aux sommets des coˆnes, alors le mode`le non singulier C de C est dans Mi,d5 .
Preuve — Soit L la droite comune aux deux coˆnes cubiques. Soient E1 et E2 les deux
courbes elliptiques de la grassmannienne qui de´finissent ces coˆnes. La droite L correspond au
point d’intersection des Ei.
Conside´rons l’incidence point/plan suivante :
I =
{
(p, h) ∈ P(V )× P(V )∨ / p ∈ h et L ⊂ h
}
.
La varie´te´ I parame`tre les droites de la quadrique singulie`re
Q = {l ∈ G(2,P(V )) / l ∩ L 6= ∅}.
Notons A = E1 × E2, pour tout ξ ∈ A
×, on peut de´finir un e´le´ment Lξ de I comme e´tant la
droite passant par les deux points de ξ. On a vu que la courbe
C = {ξ ∈ A× / Lξ ⊂ Q}
est alors lisse de genre 5. Elle s’envoie sur C et on peut utiliser la construction pre´ce´dente. 
PROPOSITION 3.11. — Soit C une courbe projective de genre 5 et de degre´ 8 de P3. Supposons
que C est lisse, irre´ductible et non hyperelliptique ou re´union d’une courbe lisse C ′ de degre´ 7
et d’une droite L la rencontrant en un point. On suppose que C admet une infinite´ de droites
quadrise´cantes, alors C ∈Mi,i5 .
La courbe Y des quadrise´cantes de C est lisse de genre 2 et de degre´ 6 (dans la grass-
mannienne). La courbe C peut eˆtre retrouve´e a` partir de la courbe Y graˆce a` la construction
pre´ce´dente.
Preuve — Remarquons que comme C ′ est lisse de degre´ 7 et de genre 5, elle est alors non
trigonale (cf [H] exemple 6.4.2).
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Nous commenc¸ons par remarquer que C ne peut eˆtre contenue dans une surface cubique. En
effet, soit S une telle surface, la surface S rencontre toutes les quadrise´cantes de C en au moins
4 points. Elle contient donc toute les quadrise´cantes de C. La surface S contient ainsi la surface
re´gle´e S′ des quadrise´cantes de C. Le surface S′ ne peut eˆtre un plan. Si la surface S′ e´tait une
quadrique lisse, alors C serait lisse et hyperelliptique.
Si S′ est un coˆne, alors C passe par le sommet si et seulement si elle est singulie`re. Mais alors
C ′ est trigonale (projection par le sommet de degre´ 3 vers P1). Elle est donc lisse et ne passe
pas par le sommet. La projection a` partir de celui-ci donne un morphisme de degre´ 4 de C vers
une conique plane. Les quadrise´cantes coupent donc C en exactement 4 points. On rele`ve alors
C dans le mode`le non singulier de S′ (l’e´clatement du coˆne en son sommet qui est une surface
rationnelle F2). On e´crit [C] = af + bh ou` f est la classe d’une fibre et h est la classe d’une
section, voir par exemple [B2]. On a les intersections f2 = 0, f · h = 1 et h2 = 2. Comme C ne
passe pas par le sommet du coˆne, sa transforme´e stricte ne rencontre pas le diviseur exceptionel
E dont la classe est h− 2f . On a donc a = [C] · [E] = 0. Par ailleurs C rencontre les fibres (les
quadrise´cantes en exactement 4 points donc b = [C] · f = 4. On a donc [C] = 4h ce qui donne
par la formule d’adjonction
2g(C) − 2 = [C] · ([C] +K) = 4h(4h − 2h) = 16.
Ceci donne g(C) = 9, c’est absurde.
Nous pouvons donc supposer que S est la surface re´gle´e des quadrise´cantes. Le the´ore`me de
Segre (cf. [GP1] p.412) nous dit alors que si σ est le genre de la courbe de base de S et si C
(resp. C ′) rencontre les re`gles de S avec multiplicite´ k, alors on a
2 g(C)− 2 = (k − 1)(2 deg(C)− k deg(S)) + k (2σ − 2)
et la meˆme formule avec C ′. Le genre σ est 0 ou 1 ce qui donne
3k2 − 17k + 24 = 0 ou 3k2 − 19k + 24 = 0 pour C lisse
et 3k2 − 15k + 22 = 0 ou 3k2 − 17k + 22 = 0 pour C ′.
La seule solution entie`re pour C lisse est pour σ = 0, on a alors k = 3 ce qui est impossible
car les re`gles sont des quadrise´cantes a` C donc k ≥ 4. Pour C ′ la seule solution entie`re est pour
σ = 1 ce qui donne K = 2 ce qui est encore impossible, les re`gles sont des tride´cantes a` C ′.
Nous montrons maintenant le
LEMME 3.12. — La courbe n’a pas de quintise´cante et il existe une surface de degre´ infe´rieur
ou e´gal a` sept singulie`re le long de C.
Preuve — On peut mettre une structure de varie´te´ sur la famille des quadrise´cantes (cf.
[GP2] ou [ACGH]). L’hypothe`se signifie qu’il existe une courbe de la grassmanienne des droites
de P3 correspondant a` des quadrise´cantes de C. La courbe C n’a pas de 5-se´cante. En effet, si
D est une 5-se´cante, on a une suite exacte
0→ OC(−Z)→ OC∪D → OD → 0
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ou` Z = C ∩D. Il en re´sulte la suite exacte longue
0→ H0(OC(3h− Z))→ H
0(OC∪D(3))→ H
0(OD(3))→ 0
ou` h est la classe d’une section plane de C et donc que H0(OC∪D(3)) = 19. On en de´duit que
C ∪D est sur une surface cubique ce qui est absurde.
Il existe une surface de degre´ infe´rieur ou e´gal a` 7 singulie`re le long de C. En effet, comme C
n’est pas sur une cubique, on a h1IC(3) = 0. De plus h
2IC(2) = h
1OC(2) = 0 et h
3IC(1) = 0. Le
faisceau IC est donc 3-re´gulier ce qui impose que IC(4) est engendre´ par ses sections (cf [Mu1]).
On a donc une surjection OC(3) → (IC/I
2
C)(7) et comme h
1OC(3) = 0, on en de´duit que
h1((IC/I2C)(7)) = 0 et donc h
0((IC/I2C)(7)) = χ((IC/I
2
C)(7)) = 64. On a donc h
0(I2C(7)) ≥ 4.
Il existe donc une surface de degre´ infe´rieur ou e´gal a` 7 singulie`re le long de C. Cette surface
contient toutes les quadrise´cantes de C. 
LEMME 3.13. — Si deux quadrise´cantes l et l′ de C se coupent en un point p alors p appartient
a` C. Les droites l et l′ et la tangente a` C en p ne sont pas coplanaires.
Preuve — Si p 6∈ C, on a la suite exacte
0→ OC(−(C ∩ (l ∪ l
′))→ OC∪l∪l′ → Ol∪l′ → 0.
Apre`s tensorisation par OP3(3), on obtient h
0(OC(3h − p1 − . . . − p4 − q1 . . . − q4) = 12 et
h0(Ol∪l′(3)) = 7. Il en re´sulte que h
0(OC∪l∪l′(3)) = 19 donc C ∪ l∪ l
′ est sur une surface cubique
ce qui est absurde. On a ici note´ l · C = p1 + p2 + p3 + p4 et l
′ · C = q1 + q2 + q3 + q4.
Si le plan engendre´ par l et l′ est tangent a` C en p, toute surface contenant l et l′ est tangente
a` C en p et on conclut comme pre´ce´demment avec l ·C = p+p1+p2+p3 et l
′ ·C = p+q1+q2+q3
et en conside´rant h0
(
OC(3h− 2p− p1 − p2 − p3 − q1 − q2 − q3)
)
. On peut, de la meˆme manie`re,
montrer que par un point de C il ne passe pas trois quadrise´cantes. 
Soit S¯ la surface re´gle´e engendre´e par la courbe Y des quadrise´cantes.
LEMME 3.14. — La courbe C est le lieu singulier de la surface S¯ qui est de degre´ 6. La courbe
Y est lisse et de genre 2.
Preuve — Le degre´ de S¯ est infe´rieur ou e´gal a` 7 d’apre`s le lemme 3.12 et est supe´rieur
ou e´gal a` quatre. Soit Y la courbe des quadrise´cantes. Elle est irre´ductible sinon l’une de ses
composantes donne une surface de degre´ infe´rieur a` 3 contenant C. Remarquons que si Y est
plane alors S¯ est un coˆne et soit x son sommet. Si C est lisse et x 6∈ C, alors la projection a`
partir de x est un morphisme de degre´ 4 (car les quadrise´cantes passent par x), son image est
donc de degre´ 2 et C est sur un coˆne, c’est impossible. Si x ∈ C et C lisse, alors le morphisme
de projection doit eˆtre degre´ au moins 3 et diviser 7, il est donc de degre´ 7, son image est alors
de degre´ 1 et C serait plane, absurde. Si C n’est pas lisse et x 6∈ C ′ alors la projection de C ′
a` partir de x est de degre´ au moins 3 (car les droites sont au moins trise´cantes), elle est donc
de degre´ 7 ce qui impose que C ′ est plane, c’est absurde. Si x ∈ C ′, la projection est encore au
moins de degre´ 3. Si elle est de degre´ 3 alors on a un g13 sur C
′, c’est absurde. Elle doit donc
eˆtre de degre´ 6 et C ′ plane, c’est encore impossible. Ainsi Y n’est pas plane.
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Le lieu singulier de S¯ est contenu dans C d’apre`s le lemme pre´cedent, il est donc de degre´
0, 1, 7 ou 8. Soit n le degre´ de Y et p son genre ge´ome´trique. Les re´sultats de [Kl] nous disent
que le lieu singulier de S¯ est alors de degre´ (n− 1)(n− 2)/2− p qui vaut 3− p, 6− p, 10− p ou
15− p selon les valeurs de n ∈ [4, 7]. De plus ce degre´ doit appartenir a` {0, 1, 7, 8}. Mais comme
Y n’est pas contenue dans un plan et est irre´ductible la formule de Castelnuovo (cf. [ACGH]
p.116) nous donne une borne sur p qui est 1, 2, 4 ou 6 selon les valeurs de n. Ainsi le degre´ du
lieu singulier est contenu dans [2, 3], [4, 6], [6, 10] ou [9, 15] et dans {0, 1, 7, 8}. Les seules valeurs
possibles sont 7 ou 8 avec n = 6 et p = 3 ou 2.
Soit Y˜ le mode`le lisse de Y . Le lieu singulier de S¯ peut eˆtre vu comme une courbe dans
Div2(Y˜ ) dont le genre arithme´tique est P avec 2P − 2 = (n− 5)(n+2p− 2) (cf. [A]). Ceci nous
donne P = 6 si p = 3 ou P = 5 si p = 2. Le premier cas est impossible. Ainsi Y est de degre´ 6
et de genre ge´ome´trique 2. On peut calculer (cf. [Kl]) que la surface n’a pas de point triple.
Il reste a` montrer que Y est lisse. Si Y n’est pas lisse, alors pa(Y ) ≥ 3 et Y est contenue dans
l’intersection de la grassmannienne avec un espace projectif de dimension 3. Si cette intersection
est lisse c’est une quadrique forme´e des droites rencontrant deux droites L1 et L2. Les deux
droites sont alors dans le lieu singulier, c’est impossible. Si l’intersection est singulie`re, on peut
supposer que c’est un coˆne (car Y n’est pas plane). Mais alors un calcul dans la surface F2
mode`le non singulier de ce coˆne montre que le genre ge´ome´trique de Y doit eˆtre 3 ou 4. C’est
impossible donc Y est lisse. 
Preuve de la proposition 3.11 : Notons G la grasmannienne des droites de P3, on voit G
comme une quadrique de P5 par le plongement de Plu¨cker. Notons E la restriction du quotient
tautologique de G a` Y . Le mode`le non singulier de S¯ est PY (E).
Soit L = Λ2E = OG(1)|C , c’est un fibre´ de degre´ 6. L’espace P4 = P(H
0L) est un hyperplan
de P5. La courbe Y est contenue dans la quadrique Q de´coupe´e par G dans P4.
La courbe C est isomorphe a` la courbe suivante de Y2 le carre´ syme´trique de Y :
C˜ = {(x, y) ∈ Y2 / (xy) ⊂ Q}.
En effet, on de´finit un morphisme C˜ → C par (x, y) 7→ ℓx ∩ ℓy ou` ℓx (resp. ly) de´signe la droite
de P3 correspondant a` x (resp. y). Ce morphisme est bien de´fini car si on a (xy) ⊂ Q, alors les
droites ℓx et ℓy se rencontrent et on a (d’apre`s le lemme 3.13) un point de C. On de´finit une
re´ciproque C → C˜ par z 7→ (x, y) ou` x et y sont les deux quadrise´cantes passant par z (il y en
a exactement deux car la surface n’a pas de point triple).
Nous sommes dans la situation de la proposition 3.8. En particulier on a une involution i sur
C˜ (vue dans Pic2(Y )) donne´e par ξ 7→ L −KY − ξ (cf. proposition 3.1). Elle est donne´e sur C
de la manie`re suivante : soit z ∈ C, il existe deux quadrise´cantes L1 et L2 passant par z. Soit
alors H le plan engendre´ par ces quadise´cantes, le plan H rencontre C en 8 points dont 7 sont
sur L1∪L2. Le huitie`me point est i(z). L’involution est sans point fixe. En effet, si z = i(z), ceci
signifie que H est tangent a` C en z et H contient L1 et L2. C’est exclu par le lemme 3.13. 
Remarque 3.15. — Dans [M], S. Mukai donne une version du lemme 3.12.
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Ces re´sultats nous permettent de donner une nouvelle caracte´risation ge´ome´trique des cour-
bes de genre 5 reveˆtement double d’une courbe de genre 3 :
THE´ORE`ME 3.16. — Soit C une courbe lisse de genre 5.
(ı) Premie`re caracte´risarion : On a C ∈Mi,i5 si et seulement s’il existe un plongement M de
degre´ 8 de C dans P3 pour lequel la courbe C a une infinite´ de quadrise´cantes.
Seconde caracte´risarion : On a C ∈ Mi,i5 si et seulement s’il existe un plongement M
′ de
degre´ 7 de C dans P3 et une droite L rencontrant C en un point pour lesquels la courbe C ∪ L
a une infinite´ de quadrise´cantes.
Dans cette situation, la courbe Y des quadrise´cantes est la meˆme quelque soit le plongement,
elle est lisse de genre 2 et telle que J(Y ) = Prym(C). Notons J0 les diviseurs M de degre´ 8 du
premier type, J1 les diviseurs M
′ de degre´ 7 du second type et J la re´union de ces ensembles. Il
y a un morphisme J→ J(Y ) qui est un fibre´ principal homoge`ne de groupe H.
(ıı) On a C ∈Mi,d5 si et seulement s’il existe un morphisme de C dans P3 tel que son image
C est lie´e a` une droite L par une intersection de deux coˆnes cubiques, de degre´ 8 et a deux points
doubles aux sommets des coˆnes.
Dans cette situation, notons J les diviseurs de degre´ 8 de C qui de´finissent de tels mor-
phismes. On a un morphisme J→ E1×E2 qui est un fibre´ principal homoge`ne de groupe H (les
Ei sont les courbes elliptiques de´finissant les coˆnes cubiques).
Preuve — Les caracte´risations de Mi,i5 et M
i,d
5 de´coulent des propositions 3.8, 3.10 et 3.11.
Nous de´crivons les ensembles J de plongements.
(ı) Plac¸ons nous dans le cas C ∈ Mi,i5 et notons A = J(Y ) la varie´te´ de Prym associe´e. la
proposition 3.11 nous dit que si on a un plongement M ∈ J de la courbe C, alors la courbe
Y est munie d’un plongement L de degre´ 6 (le plongement de Plu¨cker) et d’une quadrique Q
la contenant (la grassmannienne). La courbe C fixe un point x ∈ U(A)/H et la quadrique Q
de´finit un rele`vement x ∈ U(A) de ce point. On a donc un morphisme
J→ A
M 7→ L.
La proposition 3.8 nous dit que ce morphisme est surjectif et que sa fibre est donne´e par les
quadriques Q qui rele`vent x, c’est-a`-dire par le groupe H des e´le´ments d’ordre 2 de A.
Le morphisme J → A est le morphisme Im(1 − i)
1−i
−→ Im(1 − i) ou enore le morphisme
J(Y )
2
−→ J(Y ). Remarquons enfin que l’ensemble J1 des diviseurs du second type est isomorphe
a` la courbe C : ce sont les projections du plongement canonique de C par un point de C. J1 est
donc l’image du plongement de C dans J(Y ).
Le meˆme raisonnement donne le cas (ıı). 
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